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Apresentacao da Aula

A trigonometria € estudada desde os gregos e sua motivagao
inicial era determinar os seis elementos principais do triangulo
(seus lados e angulos) quando conhecidos alguns deles.

Com a criacao do Calculo Infinitesimal veio a necessidade da
criacao de funcodes trigonométricas definidas em R, conforme
estudaremos nesse capitulo.

Tais fungbes ganharam notoriedade quando, em 1822, Joseph
Fourier provou que toda fungéo peridédica € uma soma (finita
ou infinita) de fungdes do tipo acos(nx) + bsen(nx). Tal des-
coberta deu origem a toda uma area da matematica, a Analise
de Fourier. Além disso, segundo o banco de dados da revista
"Mathematical Reviews", 0 nome mais citado nos titulos de tra-
balhos matematicos nos dltimos 50 anos € o de Fourier.

in

METROPOLE
DIGITAL

a4

Matematica Elementar

Igor Oliveira

Trigonometria no
Triangulo Retangulo

Atividade Online

Fungodes
Trigonométricas

Prop. das Fungoes
Seno e Cosseno

Atividade Online

Gréficos das Fungoes
Seno e Cosseno

Atividade Online

Outras Funcoes
Trigonométricas

Atividade Online

Seno e Cosseno da
Soma

Atividade Online

Lei dos Cossenos e
Lei dos Senos

Atividade Online

Exercicios



Definigao

Definicao 1

Em um tridngulo reténglulo ABC como na figura abaixo,
define-se o cosseno (cos) e 0 seno (sen) dos angulos agudos

do tridngulo:

cos B =

A

C

hipotenusa

cosazé
a

C _ cateto adjacente

e

_ cateto oposto

hipotenusa
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As relagdes definidas dessa maneira sao Unicas para cada an- Introdugao

gulo em decorréncia da proporcionalidade dos lados de trian- .—
gulos semelhantes. Portanto, calcula-se o seno e 0 cosseno
de um angulo independentemente do triangulo retangulo que o
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contém. Trigonométricas
o Seno & Gossone.

Proposicéo 2 Atvidads Onine

» O cosseno de um angulo agudo & igual ao seno do seu Sono e Cossono”

complementar e vice-versa. Dai a palavra "cosseno”(seno Atividade Oniine

do complemento); Ouras Fungoes

» O seno e 0 cosseno sao numeros compreendidos entre 0 Atividade Oniine
e 1 por serem razdes entre um cateto pela hipotenusa de Seno e Cosseno da

Soma

um tridngulo retéangulo.
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Definicao 3 Invociuco
A . 6 Trigonometria no
Os angulos de 30°, 45° e 60° sdo chamados de Triangulo Reténgulo
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Relacao Fundamental da Trigonometria m
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Proposicao 5 (Relagdo Fundamental da
Trigonometria)

Seja B um dos angulos agudos de um triangulo retangulo cuja
hipotenusa mede a e os catetos, b e ¢. Entdo:

sen2§+c052§:1.
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A relacdo fundamental sen® B + cos® B = 1 sugere que 0S pon-
tos do plano cartesiano (cos B, sen B ) pertencem a uma circun- oo
feréncia de raio 1, como mostra a figura abaixo. Trigonometria no

Triangulo Retangulo
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Dessa forma, sendo B o0 &ngulo medido a partir do eixo positivo | ... ouire
de x e tomando o sentido anti-horario como sentido positivo, 0S | i gos cossenos e
’ . ~ . B Lei dos Senos
pontos (x,y) do circulo acima séo tais que x = cosBe y = - _
-~ Atividade Online
sen B 4 | Exercicios



O Circulo Trigonométrico i'n
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Agora, a fim de definirmos as funcdes trigonométricas como

funcobes reais, considere a seguinte funcao, chamada de funcao Igm_owe‘ra

de Euler: E : R — R2 tal que E(t) é o ponto (x, y) do circulo | ™"
trigonométrico obtido apds “enrolarmos”, com corda de com- Trlnau Fetangulo
primento ¢, o circulo trigonométrico iniciando no ponto (1,0) e | Atvidade Onine
tomando como sentido positivo o sentido anti-horario. ‘_
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Uma fungéo f : R — R € par quando se tem f(—t) = f(t) para
todo t € R. Se for o caso de f(—t) = —f(t) paratodo t € R, !
dizemos que f é impar.

@

Proposicao 9

A funcao seno é impar e a funcao cosseno é par.
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Exemplo 10

5m
Calcule os senos e cossenos dos arcos 5
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6’ 3 6

Atividade Online

Fungdes

Segue imediatamente da definicdo das fungdes trigonométricas Trigonométricas

que a relagdo fundamental .—

2 2 Atividade Online
sen“ f+ cos“t =1
Gréficos das Fungoes
Seno e Cosseno
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Definem-se, através das fungdes seno e cosseno, as funcdes
trigonométricas com as seguintes leis de formacao:

» tan x = =X tangente;

cos X’

> cotx = 2%, cotangente;
> secx = __, secante;
> cscx = !, cossecante.

Os dominios dessas fungdes nao contém o conjunto dos
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Por exemplo, o maior subconjunto dos reais no qual podemos
definir as funcdes tangente e secante é

U <k7rfg,k7r+g>.

keZ
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Grafico da Funcao

Exemplo 14

O grafico da fungéo tan : (J,4
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Propriedades da Funcao Tangente

Proposigcao 15

Valem as seguintes propriedades acerca da funcao tangente:

» Embora ndo seja definida para todo numero real, a funcao
tangente pode ser considerada uma funcao periddica de
periodo 7 em todo o seu dominio, pois tan (x + 7) = tan X;

» Para todo par de pontos (x1, y1) € (X2, ¥2) em uma reta
nao vertical, com x; # Xo, se « € 0 angulo formado pela
reta e o eixo x, entao

Y2 — )i

tana = c
Xo — X4

s

Assim, o intervalo aber T

cardinalidade que R.

» Ao definirmos tan: (—%, %) — R, obtemos uma bijegao.
to(-3.%

) tem a mesma
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Formulas de Adicao de Arcos

Proposicao 17
Sejam «, 5 € R. Entao

cos (a+ ) = cosa - cos B — sen « - sen 3

sen («+ ) = sen« - cos 5 + sen 3 - cos a.

Da paridade das fungbes seno e cosseno seguem que:

cos (o — ) = cosa - cos 3 + sen v - sen 3

sen (o — 8) =sen« - cos 5 — sen 3 - cos .

Além disso, temos o0s casos particulares

cos (2a) = cos? v —sen® v e

As férmulas acima valem para todo «, 5 € R.

sen (2a) = 2sen v - cos a.
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Introducao

Trigonometria no
Triangulo Retangulo

Atividade Online

Fungdes
Trigonométricas

Prop. das Fungoes
Seno e Cosseno

Atividade Online

Gréficos das Fungoes
Seno e Cosseno

Atividade Online

Outras Funcoes
Trigonométricas

Atividade Online
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Atividade Online

Lei dos Cossenos e
Lei dos Senos

Atividade Online
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Considere o ponto A = (x,y) € R? e chame de « o angulo
formado pelo segmento OA com o eixo positivo de x. A fungéo
To : R? — R? tal que

Igor Oliveira

Introducao

Trigonometria no
Triangulo Retangulo

To(X,y)=(x-cosf —y-senf,x -senf + y - cosf) Atividade Oniine

Fungdes

é arotagao de angulo 6 do ponto A = (x, y) em torno da origem. || Teeromere
Prop. das Fungoes

Seno e Cosseno

+ Atividade Online

Gréficos das Fungoes
Seno e Cosseno

T9 (X1 y) Atividade Online

Outras Funcoes
Trigonométricas

Atividade Online

(x.y) -

9 Atividade Online

Lei dos Cossenos e
o] Lei dos Senos

v

Atividade Online
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Igor Oliveira

Introducao

Trigonometria no
Triangulo Retangulo

Atividade Online

Fungdes
Trigonométricas

Atividade 74 - Uso das Identidades Trigonométricas de

Prop. das Fungoes

Soma de Angulos Seno e Cosseno

Atividade 75 - Calcule Valores Trigonométricos a Atividade Online

Partir de Identidades de Soma de Angulos Gréficos das Fungdes
Seno e Cosseno

Atividade Online

Outras Funcoes
Trigonométricas

Atividade Online

Seno e Cosseno da
Soma

Lei dos Cossenos e
Lei dos Senos
Atividade Online
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Igor Oliveira

Introducao

Trigonometria no
Triangulo Retangulo

Teorema 18 (Lei dos Cossenos) Atidado Oniine
Fungdes

Seja ABC um tridngulo com a= BC, b = AC e ¢ = AB. Entéo Tigonométicas

Prop. das Fungoes
Seno e Cosseno

b2 = 32 aF C2 — 2ac - cos B. Atividade Online

Gréficos das Fungoes
Seno e Cosseno

A Lei dos Cossenos € uma generalizagdo do Teorema de Pita- Atividade Online

Outras Funcoes

goras. Note que, se B é um angulo reto, entao cosB=0eb Tigonomticas
sera a hipotenusa do triangulo. Atividade Online

Seno e Cosseno da
Soma

Atividade Online

Atividade Online
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Igor Oliveira

. Introducao
Teorema 19 (Lei dos Senos) Tigonometria no
Triangulo Retangulo
Seja ABC um tridngulo com a = BC, b = AC e ¢ = AB. Entao Atvidade Oniine

Fungdes
b Trigonométricas

c

a
— — Prop. das Fungoes

senA senB senC Seno e Cosseno
Atividade Online

Gréficos das Fungoes
Seno e Cosseno

A Lei dos Senos nos diz que, em todo triangulo, a razdo entre
um lado e o seno do angulo oposto é constante.

Atividade Online

Outras Funcoes
Trigonométricas

Atividade Online

Seno e Cosseno da
Soma

Atividade Online

Atividade Online
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Introducao

Teorema 19 (Lei dos Senos) Tigonometria no

Triangulo Retangulo

Seja ABC um tridngulo com a= BC, b = AC e ¢ = AB. Entdo | idate Onie

Fungdes
Trigonométricas
a b C
— — — — Prop. das Fungoes
Seno e Cosseno
senA senB senC
Atividade Online

Gréficos das Fungoes

. . N ~ S Co

A Lei dos Senos nos diz que, em todo tridngulo, a razdo entre

um quo e 0 seno do angulo oposto é constante. . Ouras Funcses

As leis dos cossenos e dos senos permitem obter os seis ele- | Tigonometricas

mentos de um tridngulo quando sdo dados trés deles, desde Atividade Online

que um seja lado, conforme os casos classicos de congruéncia | s 0%

de triangulos. Aiividade Online
e

Atividade Online

Atividade Online
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Introducao

Trigonometria no
Triangulo Retangulo

Atividade Online

Fungdes
Trigonométricas

Prop. das Fungoes

Atividade 76 - Problemas com Tridngulos Gerais Seno e Cosseno
Atividade Online

Gréficos das Fungoes
Seno e Cosseno

Atividade Online
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Trigonométricas

Atividade Online
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Soma
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1. Na Definicdo 1 definimos seno e cosseno de um angulo

A A ~ e Igor Oliveira
no tridangulo retdngulo. Como vocé definiria, com os lados de
um triangulo retangulo, as demais relagdes trigonométricas da || "%
e~ Trigonometria no
Def|n|ga0 137 Triangulo Retangulo
2. Saber para quais valores t sdo validas algumas equagdes | Aividade oniie
envolvendo equagoes trigonomeétricas € muito importante. De- | Funsses
ngonometncas

termine o conjunto solucdo de cada uma das equacgdes abaixo: Prop. das Fungoes

Seno e Cosseno

Atividade Online

(a) sen t — Oa COSt — 0 e tan t - 05 Gréficos das Fungoes
Seno e Cosseno
(b) sent = 1, cost =1 , Atividade Online
(c) sent=—1,cost=—1etant=—1; Outras Fungdes
Trigonométricas
(d) sent=costetant=1; Atividade Online
(e) csct =0,sect =0e€cott=0; Seno e Cosseno da
(f) csct=1,sect =1; Atividade Online
(@) csct=—1,sect=—-1ecott=—1; Lot dos Sence
(h) csct =sectecott=1. Aividae Onine
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3. A figura abaixo representa o grafico da fungcéo f; : R — R,
fi(x) = x - sen x, tragado no intervalo [—20x, 207], juntamente
comasretasy =xey = —x.

Igor Oliveira

Introducao

Trigonometria no
Triangulo Retangulo

Atividade Online

Fungdes
Trigonométricas

Prop. das Fungoes
Seno e Cosseno

Atividade Online

Gréficos das Fungoes
Seno e Cosseno

(a) Explique por que o grafico de f; fica limitado entre essas Atividade Online
. . Outras Funca
retas e indique todos os pontos em que o grafico toca as e Tueoes
retas; Atividade Online
(b) Considere a seguinte afirmacao: Os maximos e minimos Seno e Cosseno da

Soma

locais da funcéo f; ocorrem nos mesmos valores de x que
0s da funggo seno. Esta gflrmagao e verdadelr_a? Lot dos Gossenos o
(c) Como vocé espera visualizar o grafico da funcao Lei dos Senos

f, : R — R, definida por f(x) = x? - sen x? ~ Auvidade Online
 Exercicios

Atividade Online
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4. Na figura abaixo, os segmentos AD e OD representam, res-
pectivamente, tan x e sec X.

Igor Oliveira

Introducao

Trigonometria no
Triangulo Retangulo

B Atividade Online

Fungdes
Trigonométricas

Prop. das Fungoes
Seno e Cosseno

[e} C Atividade Online

Gréficos das Fungoes
Seno e Cosseno

Atividade Online

Outras Funcoes
Trigonométricas

Atividade Online

Seno e Cosseno da
Soma

(a) Justifique a afirmacéo acima;
(b) Qual a interpretagao dos sinais de tan x e sec x na figura?
Lei dos Cossenos e

(c) Faca uma figura analoga para representar cot x e csc X, Lei dos Senos

justificando a construgao. ~ Aividade Online
 Exercicios

Atividade Online
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5. Encontre as trés menores solugdes positivas da equacao

cos <3X — %) =0.

6. Sem utilizar as formulas de seno e cosseno da soma de dois
arcos, mostre que, para todo t € R, vale

cos <g 72‘) =sent

7. Um triangulo tem um de seus lados medindo v/3 — 1 e seu

angulo oposto medindo g Dado que outro angulo do tridangulo

T . .
mede -, qual a medida do maior de seus lados?
8. Considere um triangulo retangulo tal que seu perimetro é

. 2 . .
igual a e sua hipotenusa mede 1. Calcule a medida do

menor de seus angulos.
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Igor Oliveira

Introducao

Trigonometria no
Triangulo Retangulo

Atividade Online

Fungdes
Trigonométricas

Prop. das Fungoes
Seno e Cosseno

Atividade Online

Gréficos das Fungoes
Seno e Cosseno

Atividade Online

Outras Funcoes
Trigonométricas

Atividade Online

Seno e Cosseno da
Soma

Atividade Online

Lei dos Cossenos e
Lei dos Senos

Atividade Online
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9. Um tridngulo ABC possui lados que medem a =10, b = 12
e ¢ = 8, onde o lado a é oposto ao angulo A, bao Be c ao C.
Mostre que B=2C.

10. Mostre que o perimetro do pentagono regular inscrito em
um circulo unitario € dado por 10sen .

11. Considere a fungéo f : R — R definida por f(x) = sen (ax)+
sen (bx), em que a e b sdo constantes reais.

(a) Mostre que, se a e b sao racionais, entao f é periddica;
Dica: Mostre que o periodo de sen (ax) é 2r.

(b) A reciproca da afirmacao do item anterior é verdadeira?
Justifique sua resposta.

12. Considere a funcéo trigonométrica f(x) = sen x.

a) Com ajuda do circulo trigopnométrico, escreva um intervalo
onde f € crescente e possua os valores onde f atinge seu
maximo e minimo absolutos.

b) Generalize o intervalo de crescimento do item anterior
para cada k € Z.
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Igor Oliveira

Introducao

Trigonometria no
Triangulo Retangulo

Atividade Online

Fungodes
Trigonométricas

Prop. das Fungoes
Seno e Cosseno

Atividade Online

Gréficos das Fungoes
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13. Prove as identidades abaixo, vélidas para todo x onde as

~ ~ .« Igor Oliveira
expressoes estao definidas:
2 Introducéo
1 —tan“x 5 _
(a) =1 —2sen X; Trigonometria no
1 + ta n2 X Triangulo Retangulo
(b) cos X —sen X 1—tanx Atividade Online
cos X +;en X 1 + tan X ’ 'T'Hggsgﬁlétncas
(C) L =1 + cos X; Prop. das Fungées
csc X — cot X ) Seno e Cosseno
(d) C052 X = M : Atividade Online
2 ’ Gréficos das Fungoes
(e) Sen2 X = 17%5(2)() s Seno e Cosseno
b
sen [(m o n)X] + Sen[(m + n)X] Atividade Online
(f) Sen(mx) B COS(nX) = iy ?ytras Furr‘wg‘ées
rigonométricas
COS[(m — n)x] — COS[(m + n)x] . Atividade Online
(g) Sen(mx) ’ Sen(nx) - 2 ’ Seno e Cosseno da
Soma
1 —tan?x i I
(h 5 — C052 X — sen2 X = CoS (2X), Atividade Online
1 + tan< X Lei dos Cossenos e
Lei dos Senos
2tan x
= 2sen X cos X = sen (2x). Atividade Oniine

2
1+ tan“ X oS
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14. Considere x € R tal que 3,5 < x < 6. Calcule o conjunto
solucdo da inequacao —2cos® x 4+ sen x + 1 > 0.
15. Considere x € R tal que 2 < x < 4. Calcule o conjunto

- . 2V3
solucéo da equagao sec® x + Tf tanx = 2.

16. Use as férmulas de seno e cosseno da soma para determi-

nar 0s senos e cossenos dos seguintes angulos (medidos em

. T w 3w br
radianos): 3 12’ ge 12"

17. Considere as fungdes seno e cosseno definidas em R.
a) Prove, paratodo t € R, a identidade cos t = sen (g — z‘>
sem utilizar o circulo trigonométrico.

b) Considere que o grafico da fungéo seno é conhecido.
Como vocé poderia obter o grafico da funcao cosseno
mediante a identidade anterior?

in

METROPOLE
DIGITAL

Matematica Elementar

Igor Oliveira

Introducao
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Atividade Online
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Trigonométricas
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Atividade Online
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18. Considere dois angulos a e 3, taisque 0 < a < % el < o oo

B < —=. Nafigura abaixo temos um circulo trigonométrico, onde Introdugao

Trigonometria no

sdo marcados 0s pontos A, B, C e D de tal sorte que a = — AOB | Tinguio Retanguio
e = BOC AOD Atividade Online

Fungdes
y Trigonométricas

C Prop. das Fungoes
Seno e Cosseno

B Atividade Online

Gréficos das Fungoes
Seno e Cosseno

Atividade Online

o A Oytras Furng‘ées
Trigonométricas

O g X Atividade Online

Seno e Cosseno da
Soma

D Atividade Online

Lei dos Cossenos e
Lei dos Senos

Atividade Online
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Igor Oliveira
™ . . . Introducao
a) Utilizando os conceitos de trigonometria, escreva as Heonometiano
coordenadas dos pontos A, B, C e D; Triangulo Retangulo
. A . . Atividade Onli
b) Determine AC (medida do comprimento do segmento AC) | "™
em funcao das coordenadas de A e C; Trigonométricas
c) Determine BD em fungao das coordenadas de B e D; Sons o Cossono.
d) Sabendo que AC = BD, use os itens anteriores para Aiidade Onine.
mostrar a féormula para cos(a + 3). Senoe Coseno.

Atividade Online

19. Considere dois angulos a e g, taisque 0 < o < 27w, 0 <
B < 27 e o > . Nas figuras dos proximos slides temos um || S
circulo trigonométrico, onde sdo marcados os pontos A, Be C | aividade onine

de tal sorte que o = AOC e 3 = AOB em dois casos distintos. om0 © Gosseno da
Quando o — 3 <7 (Caso 1) e < o — 3 < 2 (Caso 2). Aiividade Online

Lei dos Cossenos e
Lei dos Senos

Atividade Online
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A Igor Oliveira

Introducao

Trigonometria no
B Triangulo Retangulo

Atividade Online

C Fungdes

Trigonométricas

Prop. das Fungoes

a Seno e Cosseno
A Atividade Online
>
O X Gréficos das Fungoes
Seno e Cosseno

Atividade Online

Outras Funcoes
Trigonométricas

Atividade Online

Seno e Cosseno da
Soma

Atividade Online

Lei dos Cossenos e
Lei dos Senos

Atividade Online

Figura: Caso 1. P ——
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Igor Oliveira

»
|

Introducao

Trigonometria no
B Triangulo Retangulo

Atividade Online

Fungdes
Trigonométricas

Prop. das Fungoes
Seno e Cosseno

A Atividade Online

v

Gréficos das Fungoes
Seno e Cosseno

61\

Atividade Online

Outras Funcoes
Trigonométricas

Atividade Online

C Seno e Cosseno da
Soma

Atividade Online

Lei dos Cossenos e
Lei dos Senos

Atividade Online

Figura: Caso 2. P ——
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Observacdo: para as resolucdes abaixo, ndo podem ser uti-

. , ~ . L. o~ Igor Oliveira
lizadas as férmulas das funcdes trigonométricas de adicéo e
subtracao de arcos. Introdugao
e . . . Trigonometria no
a) Utilizando os conceitos de trigonometria, escreva as Trigngulo Retangulo
coordenadas dos pontos B e C de modo que sirvam para Atividade Online
ambos 0s casos; Tigonometicas
b) Utilize o triangulo OBC do Caso 1 para demonstrar a Prop, des Fungées
s . . . eno e Cosseno
formula do cosseno da diferenca de dois arcos, ou seja, Aividade Online

para COS((,Y — 3), Gréficos das Fungdes
c) Utilize o triangulo OBC do Caso 2 para demonstrar a Seno e Cosseno
férmula do cosseno da diferenca de dois arcos, ou seja,

Atividade Online

Outras Funcoes

pal’a COS(Q’, — /3) Trigonométricas
20. Obtenha formulas para: Atividade Oniine
. ~ Seno e Cosseno da
a) tan (a+ /) em funcéo de tan « e tan 3; Soma
b) tan(a — ) em fungéo de tan « e tan f3; Atividade Online
Lei dos Cossenos e
C) ta (2 ) em fungao de tan (o8 Lei dos Senos
d) sec(a + ) em fungdo de seca, sec 3, tan v € tan 3. Atividade Online
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Igor Oliveira

Introducao

Trigonometria no
Triangulo Retangulo

Atividade Online

21. Pedro afirma que, em competicdes de tiro, acertar um alvo Funcses

na diagonal é mais dificil do que acertar um alvo que estd a | Tigenoméricas
frente por conta que o angulo de visdo do alvo na diagonal & || Eop &% Functes
menor. A figura no proximo slide (fora de escala) simula uma si- | asvidade onine
tuacdo em uma competicao de tiros, onde Pedro esta no ponto Grficos das Fungoes
P a 25m de distancia do alvo a frente, cada alvo tem 0,5m de | ™%

didmetro e distam 4,75m um do outro.

Atividade Online

Outras Funcoes
Trigonométricas

Atividade Online

Seno e Cosseno da
Soma

Atividade Online

Lei dos Cossenos e
Lei dos Senos

Atividade Online
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Igor Oliveira

0.5

Introducao

Trigonometria no
Triangulo Retangulo

Atividade Online

Fungdes
4,75 Trigonométricas

Prop. das Fungoes
Seno e Cosseno

Atividade Online

Gréficos das Fungoes
Seno e Cosseno
P //'
Z 0.5 Atividade Online
N\ Outras Fungdes

Trigonométricas

I 4 Atividade Online
25

Seno e Cosseno da
Soma

Com a notagéao da figura, mostre que o angulo de visao do alvo Atividade Online

na diagonal € menor que o angulo de visdo do alvo a frente, ou Lei dos Gossenos e
seja, v < 20. Para tanto, use o conceito de tangente no trian- || >
gulo retangulo e o fato de tangente ser uma fungéo crescente. P ——
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Fungdes
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[1] CARMO, Manfredo Perdigdo; MORGADO, Augusto
César; WAGNER, Eduardo_ Seno e Cosseno

Prop. das Fungoes

Trigonometria - Numeros Complexos. Aidage Onine.
3. ed. Rio de Janeiro: SBM, 2005. Senoe Coseno.
Atividade Online

Outras Funcoes
Trigonométricas

Atividade Online
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Soma

Atividade Online
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