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Apresentacao da Aula

As fungdes do tipo exponenciais modelam problemas nos quais
o crescimento é calculado dependendo do valor no momento
anterior, como em juros compostos. Por que sera que a expres-
sao “crescimento exponencial” é sinbnimo de um crescimento
muito acentuado?

Além disso, a fungao exponencial é a Unica fungao real continua
que transforma somas em produtos, ou seja,

f(x +y) = f(x) - £(y).

A funcao logaritmica, que sera apresentada na segunda parte
desse capitulo, é a inversa da funcao exponencial. Por isso,
teremos que ela é a unica fungéo real continua que transforma
produtos em somas, ou seja,

f(xy) = f(x) + 1(y).
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Definigéao 1 . Fungao Exponencial

Seja a um numero real positivo diferente de 1. Chamamaos de
fungéo exponencial uma fungéo f : R — R com lei de
formagao f(x) = a*. O numero a é chamado de base da
funcéo exponencial.

Definicao 2

Dizemos que uma fungéo f : R — R é de tipo exponencial
quando f(x) = b- &, onde a,b € R, b € nao nulo e a & positivo
e diferente de 1.
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Devido a essas propriedades, podemos concluir os seguintes (@ EEHReGaN
resultados acerca de uma fungéo exponencial f : R — R* : Sl da fne
» /~1(0) = 0, ou seja, f ndo pode assumir o valor zero; Atividade Online
> f(x) > 0, para todo x € R; Fungéo Exponencial
» Ao escolhermos o conjunto R* como contradominio de f, Fungzo Logarfmica
obtemos a sobrejetividade da funcéo; Aiidade Onine
. . . Gréficg d‘a Fungao
» f é ilimitada superiormente; Logaritmica
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» O grafico de f € uma linha continua;

» f & bijetiva e crescente se a > 1, ou decrescente se
O<ax<.

Caracterizagao da
Fungéo Logaritmica

O namero e
Atividade Online
Exercicios

Bibliografia

UFRN
36 Natal-RN



Crescimento exponencial diario m

METROPOLE
DIGITAL

Matematica Elementar

Igor Oliveira

Introducao

7 Fungao Exponencial
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Uma alga cresce de modo que, em cada dia, ela cobre uma Garacterizagéio da

superficie de area igual ao dobro da coberta no dia anterior. Fungao xponencia
Se esta alga cobre a superficie de um lago em 100 dias, qual é
0 numero de dias necessarios para que duas algas, da mesma
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O crescimento exponencial supera o de qualquer polinémio.
Ao compararmos, por exemplo, as fungoes f(x) =2 e , ,
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A inversa da fungédo exponencial de base a é a
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log, X, chamado logaritmo de x na base a. No caso de a = 10, @ e

escrevemos, por simplicidade, log;y X = log X.
Pela definicdo de funcao inversa, tem-se
d%X=x e log,(a)=x.

Assim, log, x é 0 expoente ao qual se deve elevar a base a para
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Fungéo Exponencial

Seja f : RY — R uma fungao logaritmica tal que f(x) = log, x. s 62 Foncio
Os seguintes valem para quaisquer x,y,be R* ;b # 1 e Exponencial
qualquer k € R: Atividade Oniine

Caracterizagao da

(a) |Oga (Xy) = |Oga X + |Ogay, Fungo Exponencial
k ) ; 13 Fungéo Logaritmica
(b) IogaX =k Ioga 2= Atividade Online
(C) |Oga = 0, Gréfico da Fungéo
Yt Logaritmica
(d) |OgaX = Ioiia; Atividade Online
(e) f & bijetiva com contradominio R, logo & ilimitada Fungéo Logarmiea
superiormente e inferiormente; O nimero e
() O gréfico de f & tragado por uma linha continua; Auvdade Online
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Use as aproximagdes dos logaritmos abaixo para calcular
log 300, log 15,5, log 225 e logo, 10. Além disso, calcule o e g rones
produto 17 - 5 utilizando somente a tabela abaixo e a operagdo || Exwonencal
de soma de numeros. Atividade Online

Caracterizagao da
Fungéo Exponencial

Base 10 o P

Fungéo Exponencial

Atividade Online
TABELA DE LOGARITMOS DECIMAIS
ne log no| leg | [ne[ ) ne | leg ne log Grafico da Fungéo
1 0 |21 [ 1,372210 a1 1,612784 61| 1,78533 81 | 1,008485 Logaritmica
2 | 0,30103 22 | 1,342423 42 | 1,623249 62 | 1,792302 82 | 1,913814
3 [ 0477121 23| 1,361728 a3 | 1,633468 63| 1,799341 83 | 1,910078 Atividade Online
4 | 0,60206 24 | 1,380211 a4 | 1,643453 64| 1,80618
5 0,69897 | 25 1,39794 45 | 1,653213 65| 1,812013 Caraclerizacéo da
6 | 0,778151 26 | 1,414973 a6 | 1,662758 66 | 1,819544 86 | 1,034498 z P
7 | 0,845098 27 | 1,431364 a7 | 1,672098 67 | 1,826075 87 | 1,939519 Fung&o Logaritmica
8 | 090309 28| 1,447158 a8 | 1,681241 68 88 | 1,944483 .
9 | 0954243 | [29] 1,462398 | [49| 1.600106 | [e9 89 | 1,04939 O nimero e
10 1 | [30] 1.a77121 (50 | 1,69897 70 90 | 1,054243
11] 1,041393 | [31] 1491362 51| 1,70757 71 91 | 1,950041 | Atividade Online
12 | 1,079181 32 | 1,50515 52 | 1,716003 72| 1, 92 | 1,963788 :
13| 1,113943 33| 1518514 53| 1,724276 73| 1.863323 93 | 1,968483 Exercicios
14 1,146128 34| 1,531479 54 | 1,732394 74| 1,869232 94 | 1,973128
15 | 1,176091 35 | 1,544068 55| 1,740363 75 | 1,875061 95 | 1,077724 Bibliografia
16| 1,20412 6 | 1,556303 56 | 1,748188 76 | 1,880814 6 | 1,982271
17 | 1,230449 7 | 1,568202 57 | 1,755875 77 | 1,886491 7 | 1,986772
18| 1,255273 | [38 1,579784 58 | 1,763428 78 | 1,892005 5 1226
19| 1,278754 9 | 1,591065 59 | 1,770852 79 | 1,897627 B 5635 UFRN
[20] 1,30103 | [40] 1,60206 60| 1,778151 80| 1,90300 100 2 36 Natal-RN
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Considere as fungdes logaritmicas tais que f(x) = log, x €
a(x) = log; X. Os gréficos de f e g sao apresentados abaixo.

Fungéo Exponencial

Grafico da Fungao
Exponencial

Atividade Online

Caracterizagao da
f(X) Fungo Exponencial

Func@o Logaritmica

Atividade Online

3

Gréfico da Fungdo
Logaritmica

Atividade Online

Caracterizagao da
Fungéo Logaritmica

O nimero e
Atividade Online
Exercicios
Bibliografia

E UFRN

36 Natal-RN




Grafico da Funcéao Logaritmica i'n

METROPOLE
DIGITAL

J& vimos que o crescimento exponencial supera o de qualquer
polinbmio. Por ser a inversa da fungéo exponencial, a fungao
logaritmica possui um crescimento muito lento. Mesmo assim,
a funcao logaritmica é ilimitada superiormente. Compare os
gréaficos abaixo:
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Teorema 13 (Caracterizacao da Funcéao Atidade Oniine
s . Caracterizagao da
LOgaI'Itm |Ca) Fungéto Expgonencial
Func@o Logaritmica
Seja f : R% — R uma fungdo monotona injetiva tal que Atvidade Online
f(xy) = f(x) + f(y) para quaisquer x, y € R . Ent4o existe Gréfcoda Fungao
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1 n
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n )

Gréfico da Fungdo
Logaritmica

Atividade Online

Em outras palavras, quanto maior for n € N*, melhor a
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q = n , q
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desejarmos. 2 Ontmeoe
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O numero e é irracional. Um valor aproximado dessa impor- Gréfico da Fungo

tante constante é e = 2,718281828459. Exponendia

. ~ . ’ . Atividade Online
Muito usado como base das fungdes exponenciais e logaritmi- Caracterizacio ca
cas, principalmente no estudo dessas funcdes no Calculo Infi- Fungao Exponencial
nitesimal, o logaritmo na base e recebe uma notagéo e nomen- | Funeo Legaritmica

clatura especial. Denotamos Atividade Oniine
Gréfico da Fungdo
Logaritmica

|Oge X =Inx Atividade Online
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e o chamamos de logaritmo natural.
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Exercicios i.n

METROPOLE
DIGITAL

Matematica Elementar

Igor Oliveira

Introducao
Fungéo Exponencial

Grafico da Fungao
Exponencial

Atividade Online

1. O gordinho Jaguatirica, certo dia, fez compras em 5 lojas .

. . . Caracterizagéo da
de um shopping. Em cada loja, gastou metade do que possuia | Funeao Exponencial
e pagou, na saida, R$ 2,00 de estacionamento. Se apds toda | Funeéo Legaritmica
essa atividade ainda ficou com R$ 20,00, que quantia ele tinha | "o
inicialmente? oy ne%o

Atividade Online

Caracterizagao da
Fungéo Logaritmica

O namero e
Atividade Online

Bibliografia
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Exercicios i.n

METROPOLE
DIGITAL

Matematica Elementar

2. Uma aplicagé@o rende a juros compostos se o rendimento Igor Oliveira
diario € somado ao capital inicial para o calculo dos juros dos | | ..,
dias seguintes. Fungéo Exponencial

Edson faz uma aplicagéao que rende juros j > 0 em um més. Ou Grfico da Fungdo
seja, se ele investiu um capital inicial ¢y, entdo ao fim de 1 més, | =%
Edson poderia resgatar ¢ = ¢y(1 + j). Leia a Desigualdade de .

. . . Caracterizagao da
Bernoulli e responda o que se pede no slide a seguir. Fungao Exponencial
Desigualdade de Bernoulli: Seja a € R tal que a > —1. Seja | FuneeLogaritmica
também b c R Atividade Online

Atividade Online

Gréfico da Fungdo

Caso 0 < b < 1. Entéao Logaritmica
Atividade Online
(1 + a)b § 1 + ab. Caracterizagao da

Fungéo Logaritmica

O nimero e

Casosejab < 0oub>1,entdo

Atividade Online

Bibliografia

(1+aP>1+ab.

Em ambos os casos, a igualdade sé é satisfeita quando a = 0.

UFRN
36 Natal-RN



Exercicios i.n

METROPOLE
DIGITAL

Matematica Elementar

Igor Oliveira
Introducao
(a) Caso a aplicagéo renda juros composto, defina uma Fungao Exponencial
funcéo do tipo exponencial que calcule o capital ¢, em e %o
funcdo do tempo t (em meses) da aplicagao; Atividade Oniine
(b) Suponha que Edson precisara resgatar todo o dinheiro da e
aplicagdo em um tempo t menor que um més. E mais Fungéo Logaritmica
vantajoso aplicar com juros simples ou com juros Atividade Online
compostos? Compare com a funcao criada no Exercicio Grfcn da Funcao
sobre juros simples do capitulo anterior e utilize a Atvidade Online
Desigualdade de Bernoulli enunciada anteriormente. Garacterizagéo da
~ . . , , Lo Fungéo Logaritmica
(c) A concluséo do item anterior também é valida caso o o nimero
tempo de aplicacédo fosse mais de 1 més? Alividade Online
% Becidos
Bibliografia
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Exercicios i.n

METROPOLE
DIGITAL

Matematica Elementar

Igor Oliveira
Introducao

Fungéo Exponencial

Grafico da Fungao

3. Edson investiu R$500,00 em um banco a uma taxa de juros Bxponencial
de 9% ao ano. Edson tem a pretensdo de retirar seu dinheiro | A onie
do banco quando o montante, ou seja, o dinheiro investido mais | R tpmenca

o rendimento, chegar a R$1.000,00. Fungéo Logaritmica
Se os juros que o banco ofereceu forem juros compostos, de- Atividade Online
fina a fungéo do tipo exponencial que modela o montante e use- | i rene
a para responder quanto tempo Edson vai esperar para retirar | auwidade oniine
seu dinheiro. Caracterizagao da

Fungéo Logaritmica
O nimero e
Atividade Online

Bibliografia
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Exercicios i.n

METROPOLE
DIGITAL

Matematica Elementar
Igor Oliveira
4. Use as aproximacgoes log2 ~ 0,301, log3 ~ 0,477 e log5 ~
0,699 para obter valores aproximados para:

Introducao

Fungéo Exponencial

(a) |0g 97 Grafico da Fungao
Exponencial

(b) log 40; Atividade Online
(c) log 200; o
(d) |Og 3000, Funcéo Logaritmica
(e) |O O 003 Atividade Online

g ’ ’ Gréfico da Fungdo
(f) |Og 0,81 Logaritmica

Atividade Online

5. Mostre que

Caracterizagao da
Fungéo Logaritmica

n
logy @' = logp @

O nimero e
paratodo a,b,nc R: e b # 1. Atvidade Online
6. Considere x, y € R tais que x = 10¥y, com k € Z. Qual é a @R
relagéo entre log x e log y? Bibliografia
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Exercicios i.n

METROPOLE
DIGITAL

Matematica Elementar

Igor Oliveira

7. Uma interpretagédo do logaritmo decimal é sua relagdo com
a ordem de grandeza, isto €, com o numero de algarismos na Funcéo Exponencial

Introducao

representagao decimal. As questdes a seguir exploram €SSa | arafico da Fungao

~ Exponencial
relacéo.
Atividade Online

(a) Considere o nimero x = 58.932,1503. Qual é a parte Caracterizacio da
|nte|ra de |Og X'> Fungao Exponencial
H . , . . . Funcéo Logaritmica
(b) Considere x > 1 um numero real cuja parte inteira tem k Atividade Oniine
algarismos. Use que a fungao logaritmica é crescente Gréfico da Fungao
. . ;. Logaritmi
para mostrar que a parte inteira de log x é igual a k — 1; ogaritmica

Atividade Online

(c) Generalizando o item anterior, considere o sistema de Garacterizagéo da
numeragcao posicional de base b > 2. Mostre que, se a Funedo ogarimica
representagdo de um ndmero real x > 1 nesse sistema Aividade Onine
tem k algarismos, entdo, a parte inteira de log, x € igual a o Berdes

k - 1 Bibliografia

O nimero e
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Exercicios i.n

METROPOLE
DIGITAL

Matematica Elementar

Igor Oliveira

Introducao

Fungéo Exponencial

8. (UNIRIO/1994) Um explorador descobriu, na selva amazé-
nica, uma espécie nova de planta e, pesquisando-a durante Exponencial
anos, comprovou que 0 seu crescimento médio variava de acordo | | Atvidade oniine
com a férmula A = 40-1,1/, onde a altura média A é medida em | gaacerzaciods

centimetros e o0 tempo t em anos. Sabendo-se que log2 ~ 0,30 Funcéo Logaritmica

Grafico da Fungao

e log 11 ~ 1,04, determine: Atividade Online
(a) A altura média, em centimetros, de uma planta dessa oy ne%o
espécie aos 3 anos de vida; Atividade Online
(b) Aidade, em anos, na qual a planta tem uma altura média ER
de 1 ,6m. O numero e
Atividade Online
O Breros
Bibliografia
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Exercicios i.n

METROPOLE
DIGITAL

Matematica Elementar

Igor Oliveira

Introducao

9. Ha 4 anos uma certa doenca tem uma diminuicdo constante
0
de ZQA).dos casos anualmente. Estudos apontam que €SSe | ¢, s runsso
decréscimo se mantera nos préximos anos. Hoje, ha 10.000 Exponencial
casos dessa doencga. Atividade Online
. - , Cara(zterizagéo da_
(a) Defina uma funcao real que modele o problema. Onde é Fungéo Exponencial
informado o tempo e a func¢éo retorna a estimativa do Fungéo Logaritmica
namero de casos;
Gréfico da Fungdo

(b) Quanto tempo seré necessério para que a estimativa do rogarimiea
numero de casos seja de 1.000 pessoas? Atividade Onfine

Fungéo Exponencial

Atividade Online

Caracterizagao da

(c) Quanto tempo sera preciso para a doenga ser erradicada? Fungao Logaritrmica
Ou seja, para que a estimativa do nimero de casos seja O numero e
Atividade Online

inferior a 1. ®

Bibliografia
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Exercicios

10. O acidente do reator nuclear de Chernobyl, URSS, em
1986, lancou na atmosfera grande quantidade do is6topo radio-
ativo estroncio-90, cuja meia-vida (tempo necessario para que
uma substéncia seja reduzida a metade da quantidade inicial)
€ de vinte e oito anos, ou seja, sendo f a fungdo exponencial
de base a que modele a quantidade de estréncio-90 em fungao
do tempo, tem-se log, @ = 28. Supondo ser este is6topo a
Unica contaminacao radioativa e sabendo que o local podera
ser considerado seguro quando a quantidade de estréncio-90
se reduzir, por desintegracao, a 1‘—6 da quantidade inicialmente
presente, em que ano o local podera ser habitado novamente?

in

METROPOLE
DIGITAL

Matematica Elementar

Igor Oliveira

Introducao
Fungéo Exponencial

Grafico da Fungao
Exponencial

Atividade Online

Caracterizagao da
Fungéo Exponencial

Func@o Logaritmica
Atividade Online

Gréfico da Fungdo
Logaritmica

Atividade Online

Caracterizagao da
Fungéo Logaritmica

O nimero e

Atividade Online

Bibliografia
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Exercicios

11. A escala logaritmica é utilizada para representar certas
grandezas ao invés da convencional escala linear. Um exemplo
€ a escala Richter de terremotos. Nessa escala, a magnitude
m de um terremoto é expressa em graus e medida através da

funcéo real:
2 E

Onde E ¢é a energia liberada no terremoto, medida em kWh, e
Eo = 103 kWh. Responda o que se pede no proximo slide.

Observacao

O uso da calculadora s6 é permitido para o calculo de
poténcias de base 10 e expoente racional em forma de fragao
de numeros inteiros. Expresse esse resultado com duas casas
decimais.

in

METROPOLE
DIGITAL

Matematica Elementar

Igor Oliveira

Introducao
Fungéo Exponencial

Grafico da Fungao
Exponencial

Atividade Online

Caracterizagao da
Fungéo Exponencial

Func@o Logaritmica
Atividade Online

Gréfico da Fungdo
Logaritmica

Atividade Online

Caracterizagao da
Fungéo Logaritmica

O nimero e

Atividade Online

Bibliografia
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Exercicios i.n

METROPOLE
DIGITAL

Matematica Elementar

Igor Oliveira

(a) Ha 10 anos o Japao passou pelo seu terremoto de maior
magnitude. Esse terremoto gerou um tsunami que atingiu Funcao Exponencial
a cidade de Fukushima, causando um acidente nuclear na Gréfico da Fungéo

Introducao

usina que havia la. O terremoto atingiu 9,1° na escala Exponendia

Atividade Online

Richter. .

. Caracterizagao da
Em novembro deste ano, o maior terremoto do nosso Fungéio Exponencial
estado completara 35 anos. Ele ocorreu na cidade de Fungao Logariimica

Atividade Online

Jodo Camara e atingiu 5,1° na escala Richter. _
Calcule a energia liberada em cada um desses terremotos || tegaimea "
usando uma calculadora somente uma vez para cada uma || Avidade Onine

das Situagf)eS' Caracterizagéo da
’ Fungéo Logaritmica
(b) Calcule a razéo entre as energias liberadas em um O nimero e
terremoto de grau n+ 1 e outro de grau n, ambos na Atividade Oniine
escala Richter, a fim de responder qual a relagéo entre o Berdos
e | as Bibliografia
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36 Natal-RN



Desafios i'n

METROPOLE
DIGITAL

Matematica Elementar

Igor Oliveira

Introducao
Fungéo Exponencial

Para os exercicios abaixo, use somente as propriedades a se- Grifico da Fungzo
. . ~ . . . Xponencial
guir de inequacdes (se precisar, veja com mais detalhes na se- °
céo Inequacao do 1° grau):
» a<bc>0 = a-c<b-c

Atividade Online

Caracterizagao da
Fungéo Exponencial

Func@o Logaritmica

» Paraa b,c,deR,.Sea<bec<d, entdo ac < bd. Atividade Online
12. Mostre que a fungédo f : Z — R definida por f(x) = a* é | fmesare
crescente se a > 1 e decrescentese 0 < a< 1. Atividade Online

13. Mostre que a fungdo f : Q — R definida por f(x) = &“ € | camcerzasaoca
uncao Logaritmica
crescente se a > 1 e decrescente se 0 < a < 1. e

O nimero e

Atividade Online

Bibliografia

UFRN
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METROPOLE
DIGITAL

Matematica Elementar

Igor Oliveira

Introducao
Fungéo Exponencial

Grafico da Fungao
Exponencial

Atividade Online

[1] LIMA, Elon L; CARVALHO, Paulo César P; Wagner, Caragterizago da

Fungéo Exponencial

Eduardo; MORGADO, Augusto C. Funcdo Logaritmica

A Matematica do Ensino Médio. Vol. 1. Advidade Oniine
9. ed. Rio de Janeiro: SBM, 2006. Grdfcoda Fungéo
ogaritmica

Atividade Online

Caracterizagao da
Fungéo Logaritmica

O namero e
Atividade Online

Exercicios
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