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Matematica Elementar

Igor Oliveira
o Apresentagio
Matrizes
. ~ Atividade Online
M Otlvagao Operagdes com
. ~ L. Matrizes
Matrizes sao, fundamentalmente, tabelas numéricas sobre as Atividade Online
quais se definem certas operacoes algébricas, util para Sistemas Lineares
armazenar varios dados em um s6 elemento. Além disso, as Atividade Online
matrizes se aplicam ao estudo dos sistemas lineares Operagtes
(conforme veremos neste capitulo), bem como desempenham Atividade Online
um papel decisivo no estudo das transformacdes lineares, as Matrizes Quadradas

quais sao justamente as fungdes estudadas na Algebra Linear. Atividade Online
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Deflnlgéo 1 Igor Oliveira

Apresentacao

Sejam m, n € N*. Uma matriz (real) do tipo m x n (Ié-se: m por
n) é uma “tabela” disposta em m linhas e n colunas.
Denotamqs 0s numeros reais que formgr,n a/-esima linha de Operagses com
uma matriz A por aj1, ajp, - - -, ain € sua j-ésima coluna por Matrizes

' Atividade Online

aij, aj, - - . , amj. ASSim, escrevemos:

4 Matrizes

Atividade Online

Sistemas Lineares

a a Atividade Online
11 o 1n Operagoes

A _ - - : ) Elementares
Atividade Online
ami ... dmn Matrizes Quadradas
Atividade Online
Chamamos de entradas, de uma matriz A, os reais a; que a Determinante
compdem. Poderemos indicar uma matriz A do tipo m x n com Atividade Online
entradas a;; por Determinante
A= (a”)mxn Exercicios
Bibliografia

ou, simplesmente, A = (aj). urRN
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Apresentacao
5 Matrizes

Atividade Online

Exemplo 2

Operagdes com

Matrizes
As matrizes A = (&j),,.,, €m que a; = i + j e, B = (bj),, 4, €M Atividade Online
que b/j — Il, Séo Sistemas Lineares
Atividade Online
2 3 Operagoes

A= |3 4| eB=

|:1 1 1 1 :| Elementares
4 5

2 4 8 16 Atividade Online
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Determinante
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Deflnlgéo 3 Igor Oliveira

Apresentacao

Atividade Online

Uma matriz A do tipo n x n, é dita quadrada de ordem n. O
conjunto formado por suas entradas a;; é chamado de diagonal
de A. O conjunto formado pelas entradas a; tais que Oporacses com
i+ j = n+1é chamado de diagonal secundaria de A. Matizes
Uma matriz do tipo m x n cujas entradas sao todas iguais a Atvidade Oniine
zero chama-se nula e sera denotada por 0« -
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Deflnlgéo 3 Igor Oliveira
Uma matriz A do tipo n x n, é dita quadrada de ordem n. O i

conjunto formado por suas entradas a; € chamado de diagonal
de A. O conjunto formado pelas entradas a; tais que Operasoes com
i+j=n-+1échamado de diagonal secundaria de A. Matizes

Uma matriz do tipo m x n cujas entradas sao todas iguais a Atvidade Oniine
zero chama-se nula e sera denotada por 0.

Atividade Online

Sistemas Lineares

Atividade Online

Operagoes
Exemp|0 4 Elementares

Atividade Online
Dada a matriz A quadrada de ordem 3 abaixo, sua diagonal é Matrizes Quadradas
formada pelos nimeros 2, 4 e 1. A diagonal secundaria é Atividade Oniine

fOI’mada por 1 ; 4 e 4 Determinante

Atividade Online

2 3 1 Determinante
A — 3 4 O E‘xe‘rcw’cio‘s
4 5 1 Bibliografia
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Atividade Online 17 - Use Matrizes para Representar
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in
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Apresentacao

Matrizes
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Matrizes
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Igor Oliveira
Definicao 5 (Produto por escalar e adicéo de Apresentacdo
matrizes) Matizes

Atividade Online
Dadas matrizes de mesmo tipo, A = (j),,,., € B = (bj) ., © O ieammeaEa
A € R, definimos o produto por escalar AA e a adicdo A+ B

por:

Atividade Online

Sistemas Lineares

Aai{ ... Aain Atividade Online
/\A — : . o Operagoes

. . Elementares
Aam1 o Aamn Atividade Online
Matrizes Quadradas

Atividade Online

a1 +byy ... ain+ b .
Determinante
A+ B = : "o c . Atividade Online
am1 + bm‘] L amn + bmn Determinante
Exercicios
Bibliografia
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Apresentacao
Matrizes

EXGmp'O 6 Atividade Online

9 Operagbes com

Matrizes
CalCUle: Atividade Online
2 3 S L
istemas Lineares
A=3-13 4 Atividade Online
4 5 Operagodes
Elementares
e

Atividade Online
B = |:1 1 1 1 :| + |:1 2 3 4 :| . Matrizes Quadradas
1 4 9 1 6 Atividade Online
Determinante
Atividade Online
Determinante
Exercicios
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. o~ . Igor Oliveira
Proposicao 7 (Propriedades do produto por escalar N

o~ presentagao
e da adicdo) Matrizes

Sejam A, B e C matrizes de mesmo tipo m x n, e A\, € R. Aividade Online

10 Operagoes com

Tem-se: Matrizes
i. Comutatividade da adi¢do: A+ B = B+ A; :‘t":‘ei"e
ii. Associatividade da adicado: A+ (B+ C) = (A+ B) + C; Atiidade Online
iii. Elemento neutro da adigéo: A+ Opmxn = A; Operagdes
iv. Existéncia do oposto aditivo: A+ (—A) = Omxn; Atividade Online

Matrizes Quadradas

v. Associatividade da multiplicagdo por escalar:
A(/IA) = ()\/I)A, Determinante
vi. Elemento neutro da multiplicag@o por escalar: 1- A = A; Atividade Online

vii. Distributividade, de uma em relagéo & outra: peterminante
NA+B) =M+ Be (At A=At A

Atividade Online

Exercicios
Bibliografia
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Definigcao 8 (Multiplicagdo de matrizes) lgor Olveira
Dadas matrizes A= (), © B = (by).,, onde 0 nimero de | ==

colunas de A coincide com o numero de linhas de B. Definimos || . uae onine
0 produto AB como a matriz P = (p,-j)mxp, cujas entradas sao: .—
m Atividade Online
,0// _ Z aikbkj _ a” b1/ + a/2b2j AL ooodt ainbnj- Sistemas Lineares
= Atividade Online

Operagoes
Elementares

Atividade Online
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Definicao 8 (Multiplicacao de matrizes) lgor Olvera

Apresentacao

Dadas matrizes A = (aj),,, , € B = (bj),, ,» Onde o nimero de -

colunas de A coincide com o nimero de linhas de B. Definimos Atvidade Online
o produto AB como a matriz P = (pj),,, ,» Cujas entradas sao: (g smmmeen

Matrizes
n Atividade Online
§ si .
pl] — af/( bk] — af1 b1j + a/2 b2] + R + am bnj |.st.emas Llne.ares
k=1 Atividade Online

Operagoes
Elementares

Atividade Online

EXe m p | 0 9 Matrizes Quadradas

Atividade Online

Ca|CU|e Determinante

4|

Atividade Online
o o Determinante
A = 3 4 O 1 3:| e B = |:2 3:| |:O 1:| . Exercicios

45321 4 5|3 2

Bibliografia
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Igor Oliveira

Apresentacao

Matrizes

Proposicao 10 (Propriedades do produto de

matrizes) 0_

Sejam as matl’lzeS A = (a,‘j)mxn, B f— (bij)nxp: C = (CU)DXQ5 Atividade Online
D — (dij)nxp e E = (el/)mxn Tem_se Sistemas Lineares

Atividade Online

i. Associatividade: A(BC) = (AB) C; pes e
ii. Distributividade a esquerda, em relagao a soma:
A(B+ D)= AB+ AD,
iii. Distributividade a direita, em relagéo a soma: Atividade Online
(A + E) B = AB + EB Determinante

Atividade Online

Operagoes
Elementares

Atividade Online

Matrizes Quadradas

Determinante
Exercicios
Bibliografia
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Observacgao 11 eroner
Apresentacao
Dadas duas matrizes A e B quadradas e de mesma ordem, 0s Matrizes
dois produtos AB e BA estdo bem definidos. No entanto, de Atividade Online
modo geral, eles NAO SAO IGUAIS, isto ¢, O PRODUTO DE 0_
MATRIZES QUADRADAS DE MESMA ORDEM NAO E Atividade Oniine
COMUTATIVO. Quando, excepcionalmente, ocorre a igualdade Sistemas Lineares
AB = BA, dizemos que A e B comutam. Atividade Online
Operagoes
Elementares

Atividade Online
Matrizes Quadradas
Atividade Online
Determinante
Atividade Online
Determinante
Exercicios
Bibliografia
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Observacgao 11

Apresentacao

Dadas duas matrizes A e B quadradas e de mesma ordem, 0s Matrizes

dois produtos AB e BA estao bem definidos. No entanto, de Atividade Online
modo geral, eles NAO SAO IGUAIS, isto ¢, O PRODUTO DE .—
MATRIZES QUADRADAS DE MESMA ORDEM NAO E Atividade Online
COMUTATIVO. Quando, excepcionalmente, ocorre a igualdade Sistemas Lineares
AB = BA, dizemos que A e B comutam. Atividade Online
Elomentares
Exemplo 12 Atividade Online
Matrizes Quadradas
Comprove a observacao anterior comparando o produto das Atividade Online
matrizes quadradas do Exemplo 9 com o produto abaixo: Determinante
Atividade Online
O - 1 2 3 Determinante
C= |:3 2 :| |:4 5:| : Exercicios
Bibliografia
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Atividade Online 18 - Multiplicagdo de Matrizes por
Nameros Escalares

Atividade Online 19 - Some e Subtraia Matrizes
Atividade Online 20 - Use Matrizes para Manipular Dados
Atividade Online 21 - Multiplique Matrizes
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Igor Oliveira
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Matrizes
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Elementares
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Sistemas Lineares e Matrizes m
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DIGITAL

Um sistema de m equacdes lineares nas variaveis xq, xo, . . ., X
pode ser representado pelas equacdes

ai Xy + aiXe + -+ + aipXn = by
ap1X1 + Xo + -+ - + @pXp = b

(...)

amX1 + a@meXe + -+ + @mnXn = bm

Matematica Elementar

Igor Oliveira

Apresentacao
Matrizes
Atividade Online

Operagdes com
Matrizes

Atividade Online

Tal sistema é equivalente a equagao matricial AX = B, onde

ain a2 ... amn X by
a1 ap ... au X2 bo

am &am2 ... @amn Xn bm

Nesse caso, dizemos que A é a matriz do sistema. Quando
B = Omn«i, O sistema é dito homogéneo. Observe que todo
sistema homogéneo admite a solucdao X = 0,1, dita trivial.

47

Atividade Online

Operagoes
Elementares

Atividade Online
Matrizes Quadradas
Atividade Online
Determinante
Atividade Online
Determinante
Exercicios
Bibliografia
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Definicdo 13 (Sistemas lineares equivalentes)

Dois sistemas lineares sao ditos equivalentes quando tém o
mesmo conjunto solucéo.

Matematica Elementar

Igor Oliveira

Apresentacao
Matrizes
Atividade Online

Operagdes com
Matrizes

Atividade Online

Atividade Online

Operagoes
Elementares

Atividade Online
Matrizes Quadradas
Atividade Online
Determinante
Atividade Online
Determinante
Exercicios
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Igor Oliveira

Definicdo 13 (Sistemas lineares equivalentes)

Apresentacao
Dois sistemas lineares sao ditos equivalentes quando tém o Matrizes
mesmo conjunto solugéo. Atividade Online

Operagdes com
Matrizes

Definigdo 14 (Matriz aumentada de um sistema Aitidad Oriine
. 16 Sistemas Lineares
linear)

Atividade Online

Operagoes

Dado um sistema linear AX = B, define-se a sua Elomantares
matriz aumentada (A|B), como sendo a matriz obtida Atividade Oniine
“posicionando” a matriz B a direita da matriz A, isto é, Matrizes Quadradas

Atividade Online

311 o o a1 n b1 Determinante
Atividade Online

(AlB) =

Determinante
am1 e amn bm Exercicios
Bibliografia
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Igor Oliveira

Apresentacao
Matrizes
Atividade Online

Operagdes com

Exemplo 15 Matrizes
Atividade Online
Qual a matriz aumentada do sistema linear abaixo? (17 Sistemas Lineares
Atividade Online
X + .y o zZ = 1 Operagdes

Elementares
X — y = 1
Atividade Online

Matrizes Quadradas
Atividade Online
Determinante
Atividade Online
Determinante
Exercicios
Bibliografia
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Atividade Online 22 - Represente Sistemas Lineares com
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Igor Oliveira

Apresentacao
Matrizes
Atividade Online

Operagdes com
Matrizes

Atividade Online

Sistemas Lineares

Matrizes 16 Atvidade Online

Operagoes
Elementares

Atividade Online
Matrizes Quadradas
Atividade Online
Determinante
Atividade Online
Determinante
Exercicios
Bibliografia
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Algumas operagbes sobre as linhas de uma matriz sdo ditas

= Igor Oliveira
elementares. Séo elas:
» (/i + I)): Troca de posi¢do entre duas linhas /; e Jj; :‘;’1'9
atrizes

» (i — Al;): Multiplicagao de uma linha /; por um escalar

Atividade Online

)\ # 05 Operagdes com
» (i — [+ Al;): Substituicdo de uma linha J; por ; + Al arices
Sendo )\ 7£ O Atividade Online

Sistemas Lineares
Atividade Online
v
Atividade Online
Matrizes Quadradas
Atividade Online
Determinante
Atividade Online
Determinante
Exercicios
Bibliografia
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Algumas operagbes sobre as linhas de uma matriz sdo ditas
elementares. Séo elas:

» (/i > [;): Troca de posi¢ao entre duas linhas /; e [;

» (i — Al;): Multiplicacdo de uma linha /; por um escalar

Igor Oliveira

Apresentacao
Matrizes

Atividade Online

)\ 7% 0’ Operagdes com
» (l; = I+ Al;): Substituicdo de uma linha /; por |; 4+ Al Matrizes
SendO )\ # O Atividade Online
Sistemas Lineares
Definigcdo 16 (Equivaléncia por linhas) Aiividade Onlie

T
Diz-se que uma matriz B é linha equivalente a uma matriz A
, o A 5 Atividade Online
quando B ¢ obtida de A efetuando-se nesta uma sequéncia de
operagdes elementares.

Matrizes Quadradas
Atividade Online
Determinante
Atividade Online
Determinante
Exercicios
Bibliografia
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Algumas operagbes sobre as linhas de uma matriz sdo ditas
elementares. S&o elas:

» (/i > [;): Troca de posi¢ao entre duas linhas /; e [;

» (i — Al;): Multiplicacdo de uma linha /; por um escalar

Igor Oliveira

Apresentacao
Matrizes

Atividade Online

)\ # 05 Operagdes com
» (i — [+ Al;): Substituicdo de uma linha J; por ; + Al Matrizes
sendo A # 0. Atividade Online
Sistemas Lineares
Definigdo 16 (Equivaléncia por linhas) Aiidad Onine

T
Diz-se que uma matriz B é linha equivalente a uma matriz A
, o A 5 Atividade Online
quando B ¢ obtida de A efetuando-se nesta uma sequéncia de
operagdes elementares.

Matrizes Quadradas
Atividade Online

Determinante

PrOPOSiQéO 17 Atividade Online
Determinante
Dois sistemas lineares AX = B e A'X = B’ sdo equivalentes Exercicios
se suas matrizes aumentadas (A|B) e (A’|B’) sao linha Biblogratia
equivalentes. urRN
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Igor Oliveira
Deflnlgéo 18 (MatrlZ escalonada) Apresentagao
Matrizes
Diz-se que uma matriz A = (@j)mxn € escalonada quando Atvidade Online
cumpre as seguintes condigdes: Operagios com
» O primeiro elemento ndo-nulo de uma linha esta a Atividade Online
esquerda do primeiro elemento ndo-nulo da linha Sistemas Lineares
subsequente- Atividade Online

- stam, estéo abal -
» As linhas nulas, caso existam, estao abaixo das demais.

Atividade Online
Matrizes Quadradas
Atividade Online
Determinante
Atividade Online
Determinante
Exercicios
Bibliografia
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Igor Oliveira
Definicdo 18 (Matriz escalonada) Aoresentacao
Matrizes
Diz-se que uma matriz A = (aj)mxn € escalonada quando Atividade Oniine
cumpre as seguintes condigoes: Operagbes com
» O primeiro elemento ndo-nulo de uma linha esta a Atividade Online
esquerda do primeiro elemento ndo-nulo da linha Sistemas Lineares

Atividade Online

subsequente; ®
» As linhas nulas, caso existam, estdo abaixo das demais. _

Atividade Online

Matrizes Quadradas

Para resolvermos um sistema linear, fazemos o escalonamento
da matriz aumentada do sistema a fim de obtermos uma matriz
escalonada que seja linha equivalente a matriz aumentada do
sistema. Esse procedimento é chamado de Método de Gauss Determinante
ou Eliminagéo Gaussiana. Exercicios

Bibliografia

Atividade Online
Determinante

Atividade Online

UFRN
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Exemplo 19

Encontre o conjunto solugéo para o sistema

—_

X — 2y + 3z =
2x + y — z = 2
4x — 3y + 5z = 4

Matematica Elementar

Igor Oliveira

Apresentacao
Matrizes
Atividade Online

Operagdes com
Matrizes

Atividade Online
Sistemas Lineares

Atividade Online

Atividade Online
Matrizes Quadradas
Atividade Online
Determinante
Atividade Online
Determinante
Exercicios
Bibliografia
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Exemp|0 19 Igor Oliveira
Apresentacao
Encontre o conjunto solugéo para o sistema Matrizes

Atividade Online

—_

X — 2y + 3z =
2x + y - z = 2
4x — 3y + 5z = 4

Operagdes com
Matrizes

Atividade Online
Sistemas Lineares

Atividade Online

21 Operagdes
Exe m p | 0 20 Elementares
Atividade Online
Encontre o conjunto solucdo para o sistema Matrizes Quadradas
Atividade Online
2X — y —+ 4t = 9 Determinante
X + y _ Z 4k 2 t = 7 Atividade Online
. Determinante
X ’ iy + ‘ t : 1 3 Exercicios
y B z + 3 t - 3 Bibliografia
UFRN
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Apresentacao
Matrizes
Atividade Online
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Determinante
Exercicios
Bibliografia

UFRN
Natal-RN


https://pt.khanacademy.org/math/algebra-home/alg-matrices/alg-elementary-matrix-row-operations/e/perform-elementary-matrix-row-operations
https://pt.khanacademy.org/math/algebra-home/alg-matrices/alg-elementary-matrix-row-operations/e/perform-elementary-matrix-row-operations

Tipos de Matrizes Quadradas in

METROPOLE
DIGITAL

Matematica Elementar

Definigdo 21 (Matrizes triangulares e diagonais) lgor Olvera
Uma matriz quadrada A = (a;)nxn € dita triangular, quando :‘A""efe”‘“é"

ocorre uma das possibilidades:

Atividade Online

Operagdes com

a;=0Vi>j ou g;=0Vi<j Malrizes
Atividade Online
No primeiro caso, ela é dita triangular superior €, no segundo, Sistemas Lineares
triangular inferior. Uma matriz que é triangular superior e Atividade Oniine
inferior € dita diagonal. Operacdes

Elementares
Atividade Online

2 Matrizes Quadradas
Atividade Online
Determinante
Atividade Online
Determinante
Exercicios
Bibliografia

UFRN
47 Natal-RN



Tipos de Matrizes Quadradas in

METROPOLE
DIGITAL

Matematica Elementar

Definigdo 21 (Matrizes triangulares e diagonais) lgor Olvera
Uma matriz quadrada A = (a;)nxn € dita triangular, quando :‘A":efe”‘“é"

ocorre uma das possibilidades:

Atividade Online

Operagdes com

a;=0Vi>j ou g;=0Vi<j Malrizes
Atividade Online
No primeiro caso, ela é dita triangular superior €, no segundo, Sistemas Lineares
triangular inferior. Uma matriz que é triangular superior e Atividade Oniine
inferior € dita diagonal. Operactes
Atividade Online
EXemplO 22 23 Matrizes Quadradas
Atividade Online
As matrizes A, B e C abaixo sao, respectivamente, triangular Determinante
superior, inferior e diagonal. Atividade Oniine
Determinante
3 O 2 1 0 O _1 O Exercicios
A=10 0 1(,B=|7 2 0 eC—{O 2] Bibliografia
0 0 1 -2 0 0 47 N:‘ZmN



Tipos de Matrizes Quadradas in

METROPOLE
DIGITAL

Definicdo 23 (Matriz Identidade)

Uma matriz diagonal n x n cujas entradas nao
obrigatoriamente nulas sao todas iguais a 1 é chamada de
matriz identidade de ordem n, a qual denota-se por /, ou,
simplesmente, por /.

Matematica Elementar

Igor Oliveira

Apresentacao
Matrizes
Atividade Online

Operagdes com
Matrizes

Atividade Online
Sistemas Lineares
Atividade Online

Operagoes
Elementares

Atividade Online

Atividade Online
Determinante
Atividade Online
Determinante
Exercicios
Bibliografia

UFRN
Natal-RN



Tipos de Matrizes Quadradas in

METROPOLE
DIGITAL

Matematica Elementar

Definicdo 23 (Matriz Identidade) Apresentagéo

Matrizes

Uma matriz diagonal n x n cujas entradas nao
obrigatoriamente nulas sao todas iguais a 1 é chamada de Operagaes com
matriz identidade de ordem n, a qual denota-se por /, ou, Matrizes

simplesmente, por /. Atividade Online

Atividade Online

Sistemas Lineares

A matriz identidade de ordem n é o elemento neutro da multipli- | Atvidade Oniie
cacao de matrizes quadradas, pois, para toda matriz quadrada || Sheees
A de ordem n, vale a igualdade: Atividade Oniine
4 Matrizes Quadradas
Al = IA = A Atividade Online
Determinante
Além disso, dada uma matriz By, vale também: Atividade Online
Determinante
BI — lnB — B Exercicios
Bibliografia

UFRN
47 Natal-RN



Tipos de Matrizes Quadradas in

METROPOLE
DIGITAL

Matematica Elementar

Definicdo 24 (Matrizes invertiveis) lgor Olveira
Diz-se que uma matriz quadrada A é invertivel, quando existe e

uma matriz quadrada B, de mesma ordem que A, tal que

Atividade Online

Operagdes com

AB = BA = I Matrizes
Atividade Online
Sistemas Lineares
Atividade Online

Operagoes
Elementares

Atividade Online

2 Matrizes Quadradas
Atividade Online
Determinante
Atividade Online
Determinante
Exercicios
Bibliografia

UFRN
47 Natal-RN



Tipos de Matrizes Quadradas in

METROPOLE
DIGITAL

Matematica Elementar

Definicdo 24 (Matrizes invertiveis) lgo Olvera
Diz-se que uma matriz quadrada A é invertivel, quando existe e

uma matriz quadrada B, de mesma ordem que A, tal que

Atividade Online

Operagdes com

AB = BA = I Matrizes
Atividade Online

Sistemas Lineares

Prova-se que A, quando invertivel, possui uma Unica matriz in- || uidade onine
versa. Tal matriz é dita a inversa de A, e denotada por A~ ". Operagdes
Elementares

Atividade Online

% Matizes Quacradas
Atividade Online
Determinante
Atividade Online
Determinante
Exercicios
Bibliografia

UFRN
47 Natal-RN



Tipos de Matrizes Quadradas in

METROPOLE
DIGITAL

Definigcéo 24 (Matrizes invertiveis)

Diz-se que uma matriz quadrada A é invertivel, quando existe
uma matriz quadrada B, de mesma ordem que A, tal que

AB=BA=I.
Prova-se que A, quando invertivel, possui uma Unica matriz in-
versa. Tal matriz é dita a inversa de A, e denotada por A~".

Exemplo 25

Verifiqgue que as matrizes abaixo sao invertiveis
multiplicando-as.

0 2

>
I
= o

eBF 0}

Matematica Elementar

Igor Oliveira

Apresentacao
Matrizes
Atividade Online

Operagdes com
Matrizes

Atividade Online
Sistemas Lineares
Atividade Online

Operagoes
Elementares

Atividade Online
Matrizes Quadradas
Atividade Online
Determinante
Atividade Online
Determinante
Exercicios
Bibliografia

UFRN
Natal-RN



Tipos de Matrizes Quadradas in

METROPOLE
DIGITAL

Matematica Elementar

Para calcular a inversa de uma matriz A, escalona-se a matriz
aumentada (A|/) a fim de se obter uma matriz equivalente por
linhas do tipo (/|B). Se for possivel tal procedimento, entdo | e

Igor Oliveira

B = A~'. Caso contréario, A no & invertivel. Matzes

Atividade Online

EXemp|O 26 Operagdes com

Matrizes

Atividade Online

Calcule a inversa das matrizes abaixo

2
AF 1]eB 0 1
o 4

Sistemas Lineares

Atividade Online

—_

1 Operagoes

1 Elementares

2 Atividade Online

% Matizes Quaradas
Atividade Online
Determinante
Atividade Online
Determinante
Exercicios
Bibliografia

UFRN
47 Natal-RN



Tipos de Matrizes Quadradas in

METROPOLE
DIGITAL

Matematica Elementar

Para calcular a inversa de uma matriz A, escalona-se a matriz

aumentada (A|/) a fim de se obter uma matriz equivalente por g
linhas do tipo (/|B). Se for possivel tal procedimento, entdo || #e=re
Matrizes

B = A~'. Caso contrario, A ndo é invertivel.

Atividade Online

EXemplo 26 Operagdes com

Matrizes
Calcule a inversa das matrizes abaixo Atividade Online

Sistemas Lineares

.1 Atividade Online

1
AF q eB= |0
2

\}

Operagoes
Elementares

—
—

Atividade Online

N
N

26 Matrizes Quadradas
Atividade Online
EXGmp'O 27 Determinante
Atividade Online
Qual a solug&o do sistema abaixo? Determinante
Exercicios
{ X + y = 2 Bibliografia
2y = N,

o



Atividade Online in

METROPOLE
DIGITAL

Atividade Online 24 - Determine as Matrizes Inversas
Atividade Online 25 - Encontre a Inversa de uma Matriz
2x2

Atividade Online 26 - Matriz Inversa de uma Matriz 3x3
Atividade Online 27 - Use Matrizes para Resolver
Sistemas de Equagdes

Matematica Elementar

Igor Oliveira

Apresentacao
Matrizes
Atividade Online

Operagdes com
Matrizes

Atividade Online
Sistemas Lineares
Atividade Online

Operagoes
Elementares

Atividade Online

Matrizes Quadradas

Determinante
Atividade Online
Determinante
Exercicios
Bibliografia

UFRN
Natal-RN


https://pt.khanacademy.org/math/algebra-home/alg-matrices/alg-intro-to-matrix-inverses/e/determine-inverse-matrices
https://pt.khanacademy.org/math/algebra-home/alg-matrices/alg-practice-finding-inverses-of-2x2-matrices/e/matrix_inverse_2x2
https://pt.khanacademy.org/math/algebra-home/alg-matrices/alg-practice-finding-inverses-of-2x2-matrices/e/matrix_inverse_2x2
https://pt.khanacademy.org/math/algebra-home/alg-matrices/alg-determinants-and-inverses-of-large-matrices/e/matrix_inverse_3x3
https://pt.khanacademy.org/math/precalculus/x9e81a4f98389efdf:matrices/x9e81a4f98389efdf:solving-equations-with-inverse-matrices/e/use-matrices-to-solve-systems-of-equations
https://pt.khanacademy.org/math/precalculus/x9e81a4f98389efdf:matrices/x9e81a4f98389efdf:solving-equations-with-inverse-matrices/e/use-matrices-to-solve-systems-of-equations

Determinante de Matrizes2 x 2 e 3 x 3 m

METROPOLE
DIGITAL

Definigéo 28 (Determinante de matrizes 2 x 2 e
3 x 3)

Dadas as matrizes A = (aj),,, € B = (bj),, 4, definimos o
determinante de A e B, denotados, respectivamente, por det A
e det B como sendo

a a
det A= |7 2 = ay18z2 — a12821
a1 a2
e
b1 b1z bz
det B=(boy boo b23 -
bsi b3 bss

= (b11bo2bsz + b12bozbs1 + by3bo1bso)
— (b13boobs1 + by1bagbsp + biobo1bsg) .

Matematica Elementar

Igor Oliveira

Apresentacao
Matrizes
Atividade Online

Operagdes com
Matrizes

Atividade Online
Sistemas Lineares
Atividade Online

Operagoes
Elementares

Atividade Online
Matrizes Quadradas
Atividade Online
Determinante
Atividade Online
Determinante
Exercicios
Bibliografia

UFRN
Natal-RN



Determinante de Matrizes2 x 2 e 3 x 3 i.n

METROPOLE
DIGITAL

Matematica Elementar

Igor Oliveira

Apresentacao
Matrizes

Atividade Online

EXemplO 29 Operagdes com

Matrizes
Calcule o determinante das matrizes A e B do Exemplo 26, ou Atvidade Online
SeJa Sistemas Lineares

Atividade Online

Operagoes
Elementares

Atividade Online

1 1
0 2

®
Do —
A
N = —

Matrizes Quadradas
Atividade Online

29 Determinante
Atividade Online
Determinante
Exercicios
Bibliografia

UFRN
47 Natal-RN



Atividade Online in

METROPOLE
DIGITAL

Matematica Elementar

Igor Oliveira

Apresentacao
Matrizes
Atividade Online

Operagdes com
Matrizes

Atividade Online

Atividade Online 28 - Determinante de uma Matriz 2x2 Sistemas Lineares

Atividade Online 29 - Determinante de uma Matriz 3x3 Atividade Online
Operagoes
Elementares

Atividade Online
Matrizes Quadradas
Atividade Online
Determinante

0 Atiidade Onine
Determinante
Exercicios
Bibliografia

UFRN
47 Natal-RN


https://pt.khanacademy.org/math/algebra-home/alg-matrices/alg-determinant-of-2x2-matrix/e/matrix_determinant
https://pt.khanacademy.org/math/algebra-home/alg-matrices/alg-determinants-and-inverses-of-large-matrices/e/matrix_determinant_3x3

Determinante de Matrizes de Ordem n m

METROPOLE
DIGITAL

Matematica Elementar

Antes de apresentar uma definicdo para o determinante de uma

. . . . Igor Oliveira
matriz quadrada qualquer, vejamos alguns resultados mais sim-
ples sobre o determinante. Apresentagio
Matrizes

Atividade Online

Operagdes com
Matrizes

Atividade Online
Sistemas Lineares
Atividade Online

Operagoes
Elementares

Atividade Online
Matrizes Quadradas
Atividade Online
Determinante
Atividade Online

91 Determinante
Exercicios
Bibliografia

UFRN
47 Natal-RN



Determinante de Matrizes de Ordem n m

METROPOLE
DIGITAL

Matematica Elementar

Antes de apresentar uma definicdo para o determinante de uma

. . . . Igor Oliveira
matriz quadrada qualquer, vejamos alguns resultados mais sim-
ples sobre o determinante. Apresentagao
Matrizes
PrOpOSigéO 30 Atividade Online
Operagdes com
Matrizes

Dada uma matriz A, n, S20 equivalentes as afirmacoes

Atividade Online

abaixo: _ :
Sistemas Lineares
i) Para toda matriz B, 1, 0 sistema linear AX = B admite Atividade Online
uma unica solucao; Operagdes
Elementares
”) A é invertivel; Atividade Online
|||) det A ?é 0 Matrizes Quadradas

Atividade Online
Determinante
Atividade Online
Exercicios
Bibliografia

UFRN
47 Natal-RN



Determinante de Matrizes de Ordem n m

METROPOLE
DIGITAL

Matematica Elementar

Antes de apresentar uma definicdo para o determinante de uma

i H . . Igor Oliveira
matriz quadrada qualquer, vejamos alguns resultados mais sim-
ples sobre o determinante. Apresentagao
Matrizes
PrOpOSigéO 30 Atividade Online

Ope(acf)es com
Dada uma matriz A, ,, 880 equivalentes as afirmagoes Metrizes

Atividade Online

abaixo: _ _
Sistemas Lineares
i) Para toda matriz B, 1, 0 sistema linear AX = B admite Atividade Online
uma unica solucao; Operactes
Elementares
ii) A é invertivel; Atividade Online
|||) detA ?é 0 Matrizes Quadradas
Atividade Online
Determinante
EXGmp'O 31 Atividade Online
| Determinante
Considere a matriz C3«1. O que a Proposicao 30 pode te e Exercicios
garantir acerca de um sistema linear BX = C onde B é Bibliografia
definida no Exemplo 267 uFRN

47 Natal-RN



Determinante de Matrizes de Ordem n m

METROPOLE
DIGITAL

Matematica Elementar

Proposicédo 32 (Propriedades) geroer
Apresentacao
Considere as matrizes Anxn € Bnxn, @0 validas as afirmagoes Matrizes
abaixo: Atividade Online
i) det(AB) = det A - det B; Pogiagaes com
s 1 1 Atividade Online
|| e A é |nVert|’Ve|, entéo d t A7 = . istemas Lineares
) € ( ) det A Sistt Li

Atividade Online

Operagoes
Elementares

Atividade Online
Matrizes Quadradas
Atividade Online
Determinante
Atividade Online

% Determinante
Exercicios
Bibliografia

UFRN
47 Natal-RN



Determinante de Matrizes de Ordem n m

METROPOLE
DIGITAL

Matematica Elementar

Proposicédo 32 (Propriedades) geroer
Apresentacao
Considere as matrizes Anxn € Bnxn, @0 validas as afirmagoes Matrizes
abaixo: Atividade Online
i) det(AB) = detA - det B; Vorge "
1 Atividade Online
||) Se A é |nVert|’Ve|, entéo det(A71) = . Sistemas Lineares

det A

Atividade Online

Operagoes
Elementares

Exemplo 33

Atividade Online

Qual o determinante das matrizes C e D abaixo? Matrizes Quadradas

Atividade Online

Determinante
1 71 11 2 Atividade Online
C = 12 eD=(0 1 1]. 32 Determinante
O é 2 2 4 Exercicios
Bibliografia
UFRN

47 Natal-RN



Determinante de Matrizes de Ordem n m

METROPOLE
DIGITAL

Matematica Elementar

Igor Oliveira
Proposigdo 34 (Determinante e Operagoes Apresentagio
Elementares) Marizes
Atividade Online
Seja Anxn, uma matriz. Operagoos com
i) Se B é a matriz que resulta quando duas linhas de A sdo Atividade Online
permutadas, entdo det A = — det B; Sistemas Lineares

o0 z P o .0 . , Atividade Onli
i) Se B é a matriz que resulta quando uma Unica linha de A é o";'r:g;s"'”e
Elementares

1
multiplicada por um escalar A # 0, entdo det A = X det B;

Atividade Online
i) Se B € a matriz que resulta quando um multiplo nao-nulo Matrizes Quadradas
de uma linha de A é somado a uma outra linha de A, Atlvidade Oniine
entdo det A = det B. 8 .
Atividade Online

O resultado € analogo quando as operacoes elementares sao (@ EEmEEI
feitas sobre as colunas de A. Execicios

Bibliografia

Determinante

UFRN
47 Natal-RN



Determinante de Matrizes de Ordem n

Definicao 35 (Permutacgao)

Dado n € N*, uma permutagéo do conjunto {1,2,...,n} é um
rearranjo dos elementos desse conjunto em alguma ordem,
sem omissao ou repeti¢ao.

Dizemos que uma permutagao o € par quando o rearranjo
pode ser obtido por um nimero par de trocas de elementos a
partir da ordem crescente. Caso contrario, a permutacao é dita
impar.

Definimos o sinal da permutacéo o, denotado por sgn o, como
sendo igual a 1 se o for par e igual a —1 se o for impar.

in

METROPOLE
DIGITAL

Matematica Elementar

Igor Oliveira

Apresentacao
Matrizes
Atividade Online

Operagdes com
Matrizes

Atividade Online
Sistemas Lineares
Atividade Online

Operagoes
Elementares

Atividade Online
Matrizes Quadradas
Atividade Online
Determinante

Atividade Online

Exercicios
Bibliografia

UFRN
Natal-RN



Determinante de Matrizes de Ordem n m

METROPOLE
DIGITAL

Matematica Elementar

Igor Oliveira

Definigao 35 (Permutagéo) N
Dado n € N*, uma permutagéo do conjunto {1,2,...,n} é um Matrizes
rearranjo dos elementos desse conjunto em alguma ordem, Aiicade Onine
sem omiss&o ou repeticao. i
Dizemos que uma permutagao o € par quando o rearranjo Atividade Online
pode ser obtido por um nimero par de trocas de elementos a Sistemas Lineares
partir da ordem crescente. Caso contrario, a permutagéo é dita | A onine
, Operagoes
impar. Elementares
Definimos o sinal da permutacéo o, denotado por sgn o, como Atividade Online
sendo igual a 1 se o for par e igual a —1 se o for impar. Matrizes Quadradas

Atividade Online

Determinante
Exemplo 36 Atividade Online
o1 =(3,1,2) e 0o = (1,3, 2) sdo permutagdes do conjunto .r
{1 , 2, 3}. Qual o sinal de o1 € 027 Bibliografia

UFRN
47 Natal-RN



Determinante de Matrizes de Ordem n m

METROPOLE
DIGITAL

Matematica Elementar

Definigéo 37 (Produto Elementar) lgor Olveira
Dado uma matriz An><n eoc = (0’1 Ly 02, ey O-n) uma pel’mutagéo ;p:e‘sentaqéo
de {1,2,...,n}. Dizemos que e

Atividade Online

Operagdes com
a1 o1 " a202 .. ano_n Matrizes

Atividade Online
€ um produto elementar de A. Em outras palavras, é o produto Sistemas Lineares
de n entradas de A sem que haja mais de uma entrada de Atividade Online
alguma linha ou coluna. Dizemos também que Slomentares
Atividade Online
Sgn o - a o1 " 32(72 oo an(,n Matrizes Quadradas

Atividade Online
€ um produto elementar com sinal de A. Determinante

Atividade Online

Exercicios

Bibliografia

UFRN
47 Natal-RN



Determinante de Matrizes de Ordem n i.n

METROPOLE
DIGITAL

Matematica Elementar

Definigéo 37 (Produto Elementar) lgor Olveira
Dado uma matriz An><n e o= ((71 , 092, ... 70-n) uma pel’mutagéo ;p:e‘sentaqéo
de {1,2,...,n}. Dizemos que o

Atividade Online

Operagdes com
a1 o1 " 6202 .. ano.n Matrizes

Atividade Online

€ um produto elementar de A. Em outras palavras, é o produto Sistemas Lineares

de n entradas de A sem que haja mais de uma entrada de Afividade Online
alguma linha ou coluna. Dizemos também que Operagfies
Atividade Online
Sgn o - a o1 " 32(;2 oo an(,n Matrizes Quadradas
Atividade Online
€ um produto elementar com sinal de A. Determinante

Atividade Online
35 Determinante

Definigao 38 (Determinante)

Exercicios

Seja Anxn. O determinante de A é o somatdrio de todos o0s Bibliografia
seus produtos elementares com sinal. o Natah PN



Determinante de Matrizes de Ordem n i.n

METROPOLE
DIGITAL

Matematica Elementar

Proposicao 39 (Determinante de matrizes Igor Oliveira

tri an g U | areS) Apresentacao
Matrizes

Seja Anxn uma matriz triangular. Entéo Atividade Online
Operagdes com

Matrizes
det A= ay1ao...ann.
Atividade Online
Sistemas Lineares
Atividade Online

Operagoes
Elementares

Atividade Online
Matrizes Quadradas
Atividade Online
Determinante
Atividade Online

36 Determinante
Exercicios
Bibliografia

UFRN
47 Natal-RN



Determinante de Matrizes de Ordem n i.n

METROPOLE
DIGITAL

Matematica Elementar

Proposicao 39 (Determinante de matrizes lgor Olieira

tri an g U |areS) Apresentacao
Matrizes

Seja Anxn uma matriz triangular. Entéo Atividade Online
Operagdes com

d A o Matrizes
etA=ai1dz2 ... am- Atividade Online
Sistemas Lineares
Atividade Online

Exe m p|0 40 Operagoes

Elementares

Calcule o determinante de Atividade Online

Matrizes Quadradas

2 0 1 (0] 3 Atividade Online

3 1 2 O 4 Determinante
— 4 2 1 5 Atividade Online

A=|24 2 ¢ L 5
? 8 0 8 S 36 Determinante
Exercicios
_8 _4 _6 _2 _9 Bibliografia
UFRN

47 Natal-RN



Determinante de Matrizes de Ordem n m

METROPOLE
DIGITAL

Matematica Elementar

Definigéo 41 (Matriz menor e cofator) lgor Oivera

Apresentacao

Dada uma matriz A = (@) nxn, definimos a matriz menor jj de
A, denotada por A;;, como sendo a matriz obtida a partir de A
excluindo-se alinha i e a coluna j. Definimos também o cofator | ,.;zeq com
de a;, como sendo Matrizes

Atividade Online

i+ Sistemas Lineares
Cj = (—1)" - det A;.

Atividade Online

Matrizes

Atividade Online

Operagoes
Elementares

Atividade Online
Matrizes Quadradas
Atividade Online
Determinante
Atividade Online

97 Determinante
Exercicios
Bibliografia

UFRN
47 Natal-RN



Determinante de Matrizes de Ordem n m

METROPOLE
DIGITAL

Matematica Elementar

Definigéo 41 (Matriz menor e cofator) lgor Oivera

Apresentacao

Dada uma matriz A = (@) nxn, definimos a matriz menor jj de
A, denotada por A;;, como sendo a matriz obtida a partir de A
excluindo-se alinha i e a coluna j. Definimos também o cofator | ,.;zeq com
de a;, como sendo Matrizes

Atividade Online

i+ Sistemas Lineares
Cj = (—1)" - det A;.

Atividade Online

Matrizes

Atividade Online

Operagoes
Elementares

Proposicao 42 (Determinante a partir de cofatores) Aiividade Onine

Matrizes Quadradas

Seja Anx, uma matriz. Fixada uma linha i ou uma coluna j de Atividade Online
A, teremos, respectivamente: Determinante
Atividade Online
det A = an C” + ajo C/2 + .-+ ap Cin 37 Determinante
Exercicios
ou Bibliografia

detA = 81/'01/' ar 82/'02/' + - 1 an,-an. a7 Neta N



Determinante de Matrizes de Ordem n i.n

METROPOLE
DIGITAL

Matematica Elementar

Igor Oliveira

Apresentacao
Matrizes

Atividade Online

Exe m p | 0 43 Operagdes com

Matrizes
Atividade Online
Calcule _ _
Sistemas Lineares
Atividade Online

Operagoes

1
1
4 . Elementares
2

DN O =
AN =N
oo NND D

Atividade Online
Matrizes Quadradas
Atividade Online
Determinante
Atividade Online

38 Determinante
Exercicios
Bibliografia

UFRN
47 Natal-RN



Exercicios i.n

METROPOLE
DIGITAL

Matematica Elementar

Igor Oliveira

Apresentacao

Matrizes

1. Determine, caso exista, a matriz A, tal que AB = C, em que Atividade Online

Operagdes com

1 _1 Matrizes
B — 2 2 e C _ |: 3 1:| ) Atividade Online
- 1 4 Sistemas Lineares
1 0 Atividade Online
2. Sejam A e B matrizes m x ne n x p respectivamente. A || cemenes
afirmagéo abaixo € sempre vélida? Atividade Online
Matrizes Quadradas
Se AB = Opmxp, entdo A = Opmxn OU B = Opyp. Atividade Online

Determinante
Atividade Online
Determinante
Bibliografia
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Igor Oliveira
3. Encontr.e uma matri; Aoy, néo-qula, ta] que AA = 02x2. poresentagio
4. Determine as solugdes dos seguintes sistemas lineares: Matrizes
a) Atividade Online
x -2 - 8 = 0 et
3x + y z = -1 Atividade Online
Sistemas Lineares
b) + + 2 Atividade Online
X y z = .
0
2 X — y + 3 z = 9 : EIZ?T::gn?:rses
X + 2y z — o 3 Atividade Online
Matrizes Quadradas
C) Atividade Online
Xq — 2X2 + X3 —+ 2X4 = 1 Determinante
X1 + Xo — X3 + X4 2 Atividade Online
X1 + 7X2 o 5X3 o X4 3 . Determinante
Brerdidos
Bibliografia
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5 . SeJ a Apresentagao
Matrizes
Atividade Online

Operagdes com
Matrizes

—6
-2 4
0
—2

_k_L_LN
o—-wl

Atividade Online

Sistemas Lineares

Para quais matrizes By 1, 0 sistema AX = B tem solugao?
6. Mostre que, se A e B sdo matrizes n x n, ambas invertiveis, Operacses
entdo AB é invertivel e vale a igualdade (AB)~' = B-TA". Elementares

7. Sejam A e B matrizes quadradas de ordem n. Mostre, | AMdadeOnine
através de um contra-exemplo, que a seguinte igualdade nfo & | Ve e
sempre valida:

Atividade Online

Atividade Online
Determinante
Atividade Online

det(A+ B) = det A+ det B.

Determinante
Bibliografia
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8. Calcule a matriz inversa, se existir, e o determinante das
matrizes abaixo:

Igor Oliveira

Apresentacao
a) Matrizes

Atividade Online

o

Operagdes com
Matrizes

w_k
N = W
AN =

Atividade Online
b) Sistemas Lineares
3 o 6 9 Atividade Online
Operagoes
*2 7 *2 ; Elementares
0 1 5 Atividade Online
Matrizes Quadradas
C) Atividade Online
Determinante
Atividade Online
Determinante
@ Brewides

Bibliografia
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9. Considere a matriz )
Apresentacao
2 1 O Matrizes
Atividade Online
A o 1 _2 - 1 : Operagdes com
3 - 5 - 3 Matrizes

Atividade Online

Calcule A~', caso A seja invertivel, e calcule as solugdes do Sistemas Lineares
sistema linear AX = B, onde B = 031. Aiidade Onine
10. Considere a matriz Domentares
Atividade Online
71 1 1 4 Matrizes Quadradas
A = —2 1 5 . Atividade Online
1 3 — 2 Determinante
Atividade Online
Calcule det A e para quais matrizes Bs1 0 sistema AX = Btem & Determinante
lucéo. Exeroioios
S0 ugao Bibliografia
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Apresentacao

Matrizes

11. Considere a matriz

Atividade Online

-2 3 1 2 - Sperstescom
_3 —9 _3 _2 3 Atividade Online
A — 1 1 4 — 1 — 1 . Sistemas Lineares
3 0 -2 —1 2 Atividade Online
3 1 0 Elmenares

Atividade Online
Calcule det A e, caso A seja invertivel, det A=1. Além disso, para || watizes quadradas
quais matrizes Bsy1 0 sistema linear AX = B possui alguma Atividade Online
SO|U(}5.0? Determinante

Atividade Online
Determinante
Bibliografia
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12. Considere as Matrizes

Igor Oliveira

3 0 0 O -1 -2

-2 4 0 O 0 2
A=lo o 1 0|®B= 10 o
2 -2 2 -2 0 0

|
—

Apresentacao
Matrizes

Atividade Online

O W-—=N
—_ —w

Operagdes com
Matrizes

Atividade Online

Calcule:
a) A-B;

Sistemas Lineares

Atividade Online

b) det(A . B), Operagoes
Elementares

C) det(A + B)’ Atividade Online

d) A inVersa da ma’[riZ A + B, caso eXiSta; Matrizes Quadradas

e) A solugao do sistema AX = C, onde Atividade Online

Determinante
Atividade Online
Determinante

Bibliografia

C:

O =N Ww

UFRN
47 Natal-RN



Exercicios i.n

METROPOLE
DIGITAL

Matematica Elementar

Igor Oliveira
13. Através do uso das operacgdes elementares, mostre que: Apresentagzo
Matriz
1 '1 '1 AI?\:id::e Online
a b cl=(b-a(c-a(c-b). et
32 b2 02 Atividade Online

Sistemas Lineares

14. Prove a Proposi¢édo 39, ou seja, que o determinante de | | aividade onine
uma matriz triangular é igual ao produto das entradas de sua Operagoes
diagonal.

15. Seja A uma matriz n x n com mais de n° — n entradas | yaries Quadacas
nulas. Mostre que det A = 0. Atividade Online
16. Sejam A e B matrizes quadradas de ordem n linha equiva- | oeterminante
lentes. Mostre que, se det A = 0, entdo det B = 0. No caso de Atividade Online

det A £ 0, sob que condicoes teremos det A = det B? ® Determinante
[Bercidos

Bibliografia
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DIGITAL
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Igor Oliveira

Apresentacao
Matrizes
Atividade Online

Operagdes com

[1] LJMA, Ronaldo F. Matrizes
Algebra Linear Essencial. Atividade Online

. . Sistemas Li
Acesso em www.ronaldofreiredelima.com stemas Lineares
Atividade Online

[2] B,OLDRINI, JOSé L (et al) Operagoes
Algebra linear. Flementares
3. ed. Sao Paulo, SP: Harbra, 1986.

Atividade Online
Matrizes Quadradas
Atividade Online
Determinante
Atividade Online
Determinante
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